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[ерархия ознак!в портвняння у теор! числових ряд1в 


В работе предложена теорема, устанавливающая связь между рядом геометрической прогрессии и 
обобщенно гармоническим и логарифмическими рядами. Теорема устанавливает иерархию перечисленных 
рядов по скорости сходимости. Теорема и следствия из нее носят в большей мере теоретический характер, 
но может быть использована практически для оценки сходимости числовых рядов с неотрицательными 
членами. Теорема легко переносится на случай несобственных интегралов. 

Ключевые слова: ряд, сходимость, гармонический ряд, признаки сравнения, предел, 
интегральный признак. 


п Ше рарег а Феогет {Ва{ соппес{$ Ше хеотей1са| земез у’ фе теа-ЕпсНоп ап Фе 1огагИи1с зетез 
15 ргорозеа. ТВе еогет геаггапеез йе з{ап4аг4 ее ассог@т? 0 а зрее4 оГПе сопуегоепсе оЁ1е зепез. 
Те Феогет Ваз тайу а Феогейса] спагасег Би! # сап Бе изе4 Юг ап езИтаНоп оРа сопуегзепсе оЁ зетез 
УИ поп-пегайуе {егиз. ТВе Феогет 15 адоре4 №0 ппргорег пцеэга[5. 

Кеу\мог@5$: зепез, сопуегсепсе, 7е{а-Р№ипсйоп, 1осагиис зетез, сотрапзоп {е55, ицеста! {е5е. 


В робот! запропоновано теорема, яка встановлюе зв’язок м1ж рядом геометрично! прогресй та гармончним 1 
логарифмчними рядами. Теорема встановлюе 1ерархпю перелчених рядв зидно швидкост! зб жности. 
Теорема та Й наслдки мають у б1льшо! мф! теоретичну шинсть, але вона може бути корисна у практичному 
застосуванн! для ощнки зб] жност! числових рядв з позитивними членами. Теорема легко перетворюеться 
на випадок невластивих 1нтеграл!в. 

Ключов! слова: ряд, зо жнесть, гармон1чний ряд, ознака пор1вняння, 1нтегральна ознака. 


Введение 

Признак сравнения рядов с положительными членами в теории числовых рядов 
обычно используется в двух формах — в конечной и предельной. В первом случае 
сравниваются члены двух рядов р и, и >20 и к у, 20. Если существует 


число М>0, такое, что начиная с некоторого номера М№ (т.е. при и>М) 


выполняется неравенство и, <М.ъ, И ряд уз 1 У» сходится, то ряд У. 1 также 
и= и= 


сходится. Если же ряд и расходится, то расходится ряд и [1]. 
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В предельном признаке сравнения рассматривается предел Шшти, /у,. Если ряд 


и—>о 


= у, >0 сходится, а величина предела равна С < (включая нуль), то ряд 
[ее [**) 
Ум также сходится. Если ряд ря расходится, а величина предела равна С 


(включая бесконечность), то ряд Уи также расходится [1], [2]. 

В качестве ряда сравнения обычно выбирается один из рядов: 

— ряд геометрической прогрессии с общим членом у, =1/4”, 

— обобщенно гармонический ряд у, =1/и”. Гармонический ряд с общим членом 
у, = и является частным случаем обобщенно гармонического ряда при @ =1. 

— обобщенно логарифмический ряд порядка р с общим членом у, =Ииши ШИ... 


б _ ь - 
„Ди й [п п„, где ши „= ш1....ши. Более понятным является частный случай лога 
Р 


рифмического ряда у, =1/иш” и, который следует из общего случая при р =1, а ряд 
—_ 1/иши играет роль гармонического ряда. 


Перечисленные ряды сходятся при &а>1 и расходятся при а <1. Эти ряды 
являются эталонными в теории числовых рядов с неотрицательными членами и 
расположены в соответствии со скоростью сходимости. Первый ряд в списке является 
самым «грубым» и предназначен для сравнения с быстро сходящимися рядами. 
Последний ряд в списке является самым медленно сходящимся рядом при а >1. 
Поэтому этот ряд, как эталонный, применяется к рядам, сходимость которых невозмож- 
но установить с помощью геометрического или обобщенно гармонического ряда [1]. 

В работе устанавливается связь между эталонными рядами сравнения с помо- 
щью теоремы, рассмотренной в следующем пункте. 


| Теорема для геометрического ряда 


В работе [2] сформулирована следующая теорема. Для того чтобы ряд У и © 
неотрицательными членами сходился, необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 


[е*) Са 
уИя 0 И. Доказательство теоремы основано на оценке частичнои суммы 5, = и И 


= 
монотонном убывании членов ряда и и, . Положим 1, = и, +2и, +...+2^ и, .Прип< 2. 
5„ < ш + (и, + и.) +(щ+щ щи) +... + (иж +... Ни) < 
Зи +2и, +4и, +8, +... =4. 
С другой стороны, при и> 2“ 


„2 щ чи, + (ии, ) + (ии и, +, )+...+ (и +...+и„)> 


2: 


> и +2и, +2и, +4и, +2 и =1,/2. 


Последовательности {5„} и {#,} либо обе ограничены, либо обе неограниченны, что 


доказывает как необходимость, так и достаточность теоремы. 
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Теорема может быть легко обобщена с функции 2" на функцию 4", а>1 и, в 
частности, для 4 =е. 


*) 
Теорема. Для того чтобы ряд Уи положительные члены и, которого 


и? 


МОНОТОННоО убывают (начиная с некоторого номера М) сходился, необходимо И 
достаточно, чтобы сходился ряд 


ее (1) 


[е*) 
Доказательство. По интегральному признаку Коши сходимость ряда р и, 

я 
эквивалентна сходимости несобственного интеграла [иай. В интеграле сделаем 
замену и=4',а>1: [ап = [4-4 = Ша [Фи »ак . Опять же по интегральному 


признаку интеграл [4 и АК эквивалентен ряду (1). 


Поскольку рассуждения можно обратить, то это доказывает необходимость и 
достаточность данной теоремы. 

Применим теорему к эталонным рядам сравнения. Докажем, что обобщенно 
гармонический ряд 


у 1 а>1[- сходится 


те @ <1- расходится 


&. К --, 
Применим формулу (1) к ряду У и : ры Г аа детЕ Это геометри- 
ческий ряд, который сходится при а >1 и расходится при а <1. 
Докажем, что обобщенно логарифмический ряд 


у 1 а > |- сходится 


пш‘и [а<1- расходится 


п=1 


Применим формулу (1) к ряду т пп” и: 


& 1 о 1 1 а. *] 
а Е а Зе р` 


4 11° 4 = [11° 4 г 12° 4 


Последний ряд является обобщенно гармоническим, сходится при а >1 и рас- 
ходится при а <1. 

Подчеркнем особенность полученных результатов. Она состоит в том, что при- 
менение теоремы к обобщенно гармоническому ряду сводит задачу сходимости к 
исследованию сходимости ряда геометрической прогрессии, а применение теоремы 
к логарифмическому ряду сводит задачу сходимости к исследованию сходимости 
обобщенно гармонического ряда. 

Докажем, что обобщенно логарифмический ряд второго порядка 


„з ПИШИ: (м Ш п) & <1- расходится' 


а>1[-сходится 
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Применим формулу (1) к ряду У И/и ши. (м и п} 


н.о 1 _ хо 1 1 х 1 
2.9 ти И Вр Ка. (п(Е 4) а к. (шА+шша 


Ге _1 
аи ШЕЕ 


А>> п Ч 


Подчеркнем ту же самую особенность, что и у предыдущего ряда. В результате 
применения теоремы получен обобщенно логарифмический ряд первого порядка, 
т.е. ряд, который по сходимости идет предыдущим в иерархии рядов сравнения. 

Таким же образом докажем сходимость обобщенно логарифмического ряда 
произвольного порядка р 


у 1 | > [- сходится 


[24 
„2 Иши Ши,...ши,, ши, [@ <1- расходится 


где Ши, =ш|п....Ши. 
РВ 


2 Теорема для геометрического ряда 
в случае несобственных интегралов 


Для несобственных интегралов имеет место подобная рассмотренной теореме 
для рядов. 


Теорема. Для того чтобы несобственный интеграл | (>х)ах с неотрицатель- 


ной и монотонно убывающей функцией Г(х) при х>1 сходился, необходимо и до- 
статочно, чтобы сходился интеграл 


Гол, 4>1. ©) 


Доказательство очевидно, если сделать замену х=4”,а>1 


[убдах = [| лада =та [@ а’. 


Поскольку рассуждения можно обратить, то есть, сделать обратную замену. то 
это доказывает необходимость и достаточность теоремы. 


Если формулу (2) последовательно применить к функции Г(х)=1/х” ‚ затем, к 
функциям Х(х)=1/хШ“х, 1/хШ х(№ | х} и т.д., то получим аналогичные, как в 
случае рядов, результаты 


ф эквивалентен ау 
ха а<» 
[ [ря эквивалентен [ 4 
хп“ х у 
ф эквивалентен ау 
тн = 


ит.д. 
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Выводы 


В работе предложена теорема, которая на базе ряда геометрической прогрессии 
последовательно устанавливает сходимость и расходимость следующих эталонных 
рядов сравнения: обобщенно гармонического и обобщенно логарифмических рядов 
различного порядка. Теорема однозначно устанавливает иерархию по скорости схо- 
димости эталонных рядов сравнения, принятых в официальной теории числовых 
рядов. 

Помимо решения главной задачи, предложено обобщение теоремы и оригиналь- 
ный способ доказательства. 

Кроме того, результаты работы легко переносятся на несобственные интегра- 
лы, для которых также используется признак сравнения. 
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ВЕЗОМЕ 


Г.Р. Мтопепко 
А Кеаггтапзетет ор ше Сотратвоп Те515 т ше Тйеогу 


о} №Митьег 5ете$ 

п @е рарег а Феогет а соппес$ Ве сеотейлса| зепез у Ше хеа-РЮпсНоп апа 
{бе Тора ис зетез 15 ргорозе4. ТБе Феогет геаггапоез Ве зепез ассог41шо фо а зрее4 
ОЁ 5 сопуегоепсе. ТБе еогет Ваз ташу а Феогейса| свагасег Би{ И сап Бе изе4 Гог ап 
езитайоп оГа сопуегоепсе оЁ Пе зепез ул поп-пегануе {егтз. ТВе еогет 1$ адореа 
фо ппргорег ищезга[5. 


ТЬеогет. Те зетез у и, УИ розйуе топоющсаПу 4естеазше {1егил$ сопуегоез Ш 


ап оу 1 Фе зепез 
иаЧ и, 4>1. (1) 


сопуегое$. 


РгооЁ. Ассог4то 10 Ше имеота| (СаисВу) {е3{ Фе зетез уз и, сопуегоез № ап оу 
Фе пиргорег имезга| [ай сопуегоез. ш Фе пщеота! уе \уШ сВапее Фе уапаЫе 
п=4',9>1: [ап = [ча =№ша [биз . Асаш, ассог4 те 10 Ше ицеота| {е5ё Фе 


перга! | 4и,@к 15 едуаеп 0 Фе земез (1). 
Ч 
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\е м арр!у Ше ШФеогет т Ше теа-Рапсйоп У Пи” ; м. т 4 и и 
п=1 = 4” 
= хы а Траз Фе ргоШет 1$ гедисе4 №0 е сопуегоепсе ое оеотейлса| зепез. 


(ак ‘ 
4 


Мом ме улП арр/у ве Шеогет тю Ше озагиис зепез у [/п.ш° и. 


п=1 
т 
ТБа$ фе ргоет 15 гедисе4 1ю Фе еуашаНоп оЁа сопуегоепсе ое 7еа-Рапсйоп. 
ш Ще сазе оЁ Фе зепез У :(пши) уе Вауе Фе зате гезиМ аз юг Ше 
ргеу1ои$ {Мо зепез 


о 1 р 1 1 ь: 1 
уз - Е НЕА ы Ета: (ш(ета)у 


. 4’ та (пн а* й (м ша)у ша“ .(и+шшау 


Ее 1 
2 К.К. 


&>> [И 4 


ТБе ргоШет 1$ гефисе4 {ю Фе еуашаНоп оЁ а сопуегоепсе оЁ фе Вгз( ог4ег |1огагИ ис 
земез. Тре тео4 сап Бе сопйпче4 Гог фо Ше осагИбис зепез оЁапу огдег 


> ее Е ы ши, = ш....№и. 
„а Иши Ши,...ти,, И, И 


ТБе Феогет геаггапое$ бе сотра!1зоп зепез ассог4те 10 фе зрее4 оРа сопуегоепсе. 
ш Ще мо И 15 ргорозеё а шефоЯ умеВ геагапоез е сотрамзоп зепез 
ассогато {0 Ше зрее4 оЁ пе сопуегсепсе. 


Статья поступила в редакцию 07.11.2012. 
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